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摘 要： 利用积分模（度量）研究模糊系统对可积函数类的逼近性是人们普遍关注的方法，而基于 Ｋ拟算术运
算诱导的Ｋｐ积分模不仅是一维积分模的推广，而且是刻画 ｐ次可积函数类的重要工具．本文通过引入拟减运算重新
定义 Ｋｐ积分模，且在 Ｋｐ积分模意义下讨论分片线性函数对一类μ^ｐ可积函数的逼近性，进而构造性地证明广义
Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统对μ^ｐ可积函数类仍有逼近性．最后通过实例分析说明广义Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统的逼近效果．结果表明
广义Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统可以按任意精度逼近一类μ^ｐ可积函数．
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１ 引言

模糊系统是一种基于知识或规则并可同时处理数

据信息和语言信息的系统，其中语言信息是通过一组

ＩＦ…ＴＨＥＮ模糊规则来完成，而数据信息是对系统内部
参数进行合理调节的外部条件，其核心思想是绕开精确

数学模型通过仿效人脑来利用模糊信息实施模糊推理．
８０年代末，模糊系统在模式识别、系统建模、系统辨识
和信号处理等领域的成功应用倍受关注［１～３］．这期间以

王立新教授为代表的研究工作颇为突出［４～６］．２０００年，
刘普寅［７］通过剖分系统输入空间以所得分片线性函数

为桥梁证明了 ＴＳ模糊系统对 ｐ可积函数类是通用逼
近器，并为实现逼近精度研究了系统内部所需模糊规则

总数，进而文献［８］在 Ｌｐ积分模意义下讨论了广义
Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统对ｐ可积函数类的泛逼近性，从而将
两类模糊系统的逼近对象由连续函数类扩展到可积函

数类上．此后，人们针对两种常见 ＴＳ模糊系统和 Ｍａｍ
ｄａｎｉ模糊系统分别研究了构成逼近器的充分和必要条
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件［９～１２］，文献［１３，１４］基于模糊变换和参数单点模糊化
方法分别讨论了模糊推理建模和模糊系统的逼近性

能，获得诸多有益结果．
２０１０年，李洪兴教授［１５］率先引入模糊系统范数并

对其进行分类，继而文献［１６］探究了自适应 Ｆｕｚｚｙ系统
的逼近性和光滑性．这些工作对模糊控制及应用起到
了较好的推动作用．２０１１年，文献［１７］首次通过诱导算
子引入 Ｋ积分模定义，并以此为度量研究了一类折线
模糊神经网络的逼近性，进而文献［１８］将 Ｍａｍｄａｎｉ和 Ｔ
Ｓ模糊系统混合建立了广义混合模糊系统，并讨论了该
系统逼近性和分层后规则数的降低问题．２０１４年，文献
［１９］率先依拟减算子引入 Ｋ积分模，证明了广义
Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统在该积分模意义下对一类可积函数
具有逼近性．这些结果不仅有效地应用于模糊控制与
系统建模，而且为拓广模糊系统的逼近性奠定了基础．

然而，自文献［１７］引入 Ｋ积分模以来几乎所有工
作都基于一维 Ｋ积分模（ｐ＝１）展开讨论，这无疑限制
了 ｐ次可积函数的研究范围．本文将基于文献［１９］再
次引入拟减运算并重新定义 Ｋｐ积分模（ｐ１），进而
通过分片线性函数对一类μ^ｐ－可积函数的逼近性证明
了广义Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统按 Ｋｐ积分模对μ^ｐ－可积函
数类仍具有逼近性能，其中分片线性函数（ＰＬＦ）在证明
过程中起到关键的桥梁作用［２０］．

２ Ｋ拟算术运算和Ｋｐ积分模

１９８７年，Ｓｕｇｅｎｏ［２１］首次引入拟加和拟乘运算，进而
建立了拟可加测度及其积分理论框架．２０１０年，文献
［２２］通过引入诱导算子建立了 Ｋ拟可加模糊积分模
型，并讨论了该模糊积分的伪自连续性及其结构特征，

这些结果对进一步探究模糊系统的逼近性起到了关键

作用．为此，本节先给出一些预备知识．
定义１［１７］ 设凹函数 Ｋ：ＲＲ＋→ＲＲ＋严格递增，并在

（０，＋∞）上可导，且满足 Ｋ（０）＝０，Ｋ（１）＝１，则称 Ｋ为
ＲＲ＋上一个诱导算子．

定义２［１９］ 设 Ｋ是ＲＲ＋上诱导算子，ａ，ｂ∈ＲＲ＋，
界定实数 ａ与ｂ的Ｋ－拟加、Ｋ－拟乘和 Ｋ－拟减

的运算如下：
ａｂ＝Ｋ－１（Ｋ（ａ）＋Ｋ（ｂ））；
ａｂ＝Ｋ－１（Ｋ（ａ）Ｋ（ｂ））；

ａｂ＝
Ｋ－１（Ｋ（ａ）－Ｋ（ｂ）），ａｂ
－Ｋ－１（Ｋ（ｂ）－Ｋ（ａ）），ａ＜{ ｂ

这里 Ｋ－拟减算子并不是 Ｋ－拟加的逆运算，且可
等价地表示成 Ｋ（｜ａｂ｜）＝｜Ｋ（ａ）－Ｋ（ｂ）｜．

命题１［１９］ 给定诱导算子 Ｋ，ａ，ｂ，ｃ∈ＲＲ＋，则有
（１）｜Ｋ（ａ）－Ｋ（ｂ）｜≤Ｋ（｜ａ－ｂ｜）；

（２）若 ａｂ，则 Ｋ（ａｂ）＝Ｋ（ａ）－Ｋ（ｂ），且
Ｋ－１（ａ－ｂ）＝Ｋ－１（ａ）Ｋ－１（ｂ）．

注１ ａ∈ＲＲ＋，ｐ∈ＮＮ，反复利用定义２中拟乘

运算，若记 ａｐ＝ａａ…      ａ
ｐ

，则依归纳法不难证明

ａｐ＝Ｋ－１［（Ｋ（ａ））ｐ］，且等价于 Ｋ（ａｐ）＝（Ｋ（ａ））ｐ．同
理，也可获得 Ｋ－１（ａｐ）＝（Ｋ－１（ａ））ｐ．此时，约定

ａｐ＝ｂａ＝ｂ１／ｐ．
以下，我们将 Ｋ－拟加、Ｋ－拟乘、Ｋ－拟减

和 Ｋ－拟幂运算（含逆）统称 Ｋ－拟算术运算，该运算为
后文引入 Ｋｐ－积分模起到重要作用．

定义３［１７］ 设（Ｘ，Ｒ，^μ）是 Ｋ－拟可加测度空间，Ｋ
为给定诱导算子，ｆ为非负可测函数，Ａ∈Ｒ，若 Ｔ＝
｛Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ｝为 Ａ任一有限可测分划，若令

∫
（Ｋ）

Ａ
ｆｄ^μ ＝ｓｕｐＴＳＫ（ｆ，Ｔ，Ａ），

其中 ＳＫ（ｆ，Ｔ，Ａ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
（ｉｎｆ
ｘ∈Ａｉ∩Ａ

ｆ（ｘ）μ^（Ａｉ∩Ａ）），

则称∫
（Ｋ）

Ａ
ｆｄ^μ为ｆ在Ａ上关于μ^的Ｋ－拟可加积分．

此外，ｐ∈ＮＮ，若∫
（Ｋ）

Ａ
ｆｐｄ^μ＜＋∞，则称 ｆ是μ^ｐ－可

积的．

记 Ｌｐ＋（^μ）＝｛ｆ：ＲＲ
ｄ→ＲＲ＋｜∫

（Ｋ）

Ａ
ｆｐｄ^μ＜＋∞｝，并称

Ｌｐ＋（^μ）为μ^ｐ－可积函数空间．
引理１［１７］ （积分转换定理）设（Ｘ，Ｒ，^μ）为 Ｋ－拟

可加测度空间，Ｋ为给定诱导算子，ｆ为非负可测函数，
令μ（Ａ）＝Ｋ（^μ（Ａ）），Ａ∈Ｒ，则μ是 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度，

且∫
（Ｋ）

Ａ
ｆｄ^μ＝Ｋ

－１∫Ａ
Ｋ°ｆｄ( )μ ．

显然，Ｋ拟可加积分是 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积分的推广，并可
转化为Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积分，亦即，ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∈Ａ，
由引理１和注１可得

∫
（Ｋ）

Ａ
ｆｐｄ^μ ＝Ｋ

－１∫Ａ
Ｋ［（ｆ（ｘ））ｐ］ｄ( )μ

＝Ｋ－１∫Ａ
［Ｋ（ｆ（ｘ））］ｐｄ( )μ ．

定义４ 设（Ｘ，Ｒ，^μ）是 Ｋ－拟可加测度空间，ｐ
∈ＮＮ，若ｆ１，ｆ２∈Ｌｐ＋（^μ），Ａ∈Ｒ，界定

Ｈｐ（ｆ１，ｆ２）＝∫
（Ｋ）

Ａ
ｆ１（ｘ） ｆ２（ｘ） ｐｄ^( )μ

１
ｐ
，

则称 Ｈｐ为Ｌｐ＋（^μ）在 Ａ上的Ｋｐ－积分模．
根据积分转换定理、定义２和注１，容易获得

Ｈｐ（ｆ１，ｆ２）＝ Ｋ－１∫Ａ
Ｋ（｜ｆ１（ｘ） ｆ２（ｘ）｜ｐ）ｄ( )( )μ

１
ｐ

＝ Ｋ－１∫Ａ
Ｋ（ｆ１（ｘ））－Ｋ（ｆ２（ｘ））ｐｄ( )( )μ

１
ｐ
，
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或上式可等价地写成

Ｋ（Ｈｐｐ（ｆ１，ｆ２））＝∫Ａ
Ｋ ｆ１（ｘ( )）－Ｋ ｆ２（ｘ( )）

ｐ
ｄμ．

（１）
定理１ 设（Ｘ，Ｒ，^μ）是 Ｋ－拟可加测度空间，Ｋ为

诱导算子，若ｐ∈ＮＮ，ｆ１，ｆ２，ｆ３∈Ｌｐ＋（^μ），则有 Ｈｐ（ｆ１，ｆ３）

≤Ｈｐ（ｆ１，ｆ２）Ｈｐ（ｆ２，ｆ３），且（Ｌｐ＋（^μ），Ｈｐ）关于拟加算子

构成度量空间．
证明略．该定理证明我们将有另文所述．
此外，若约定ａ．ｅ．相等＝相等，则由定义１，２及４，

容易验证 Ｋｐ－积分模 Ｈｐ满足度量公理中的非负性和
对称性．因此，（Ｌｐ＋（^μ），Ｈｐ）关于拟加算子构成一个
度量空间．

３ ＰＬＦ及其逼近性

本节我们首先引入分片线性函数（ＰｉｅｃｅｗｉｓｅＬｉｎｅａｒ
Ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＰＬＦ）定义．该ＰＬＦ不仅可依 Ｋｐ－积分模为度量
逼近一类μ^ｐ－可积函数，而且它在研究模糊系统的逼
近问题中起到重要的桥梁作用．

定义５［７］ 设 ｄ元连续函数Ｓ：ＲＲｄ→ＲＲ，若 Ｓ满足如
下条件（１）－（２）：

（１）若ａ＞０使 Ｓ在正方体Δ之外恒为零，其中

Δ＝｛ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｄ）∈ＲＲｄ｜－ａ≤ｘｉ≤ａ，ｉ＝１，２，…，
ｄ｝；
（２）若存在 Ｎｓ∈ＮＮ及 ｄ维多面体Δ１，Δ２，…，ΔＮｓ：

∪ＮＳｊ＝１Δｊ＝Δ，且 Ｓ在每个Δｊ（ｊ＝１，…Ｎｓ）上是线性函数，

亦即，Ｓ（ｘ）＝∑
ｄ

ｉ＝１λｉｊ
·ｘｉ＋γｊ，ｊ＝１，２，…，Ｎｓ，ｘ＝

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｄ）∈Δｊ，其中λｉｊ，γｊ均是常数．则称 Ｓ为ＲＲｄ

上一个分片线性函数，简记为ＰＬＦ．
记 Ｄｄ表示ＲＲｄ上所有ＰＬＦ构成的集合，Ｖ（Δｊ）是每

个多面体Δｊ的顶点集合．Ｓ∈Ｄｄ，Ｖ（Ｓ）表示所有多
面体Δ１，Δ２，…，ΔＮｓ的顶点全体构成的集合．此外，由于

ＰＬＦ仅连续，无法保证其偏导数存在，但依定义知 Ｓ左
（右）偏导数均存在，故引入记号 Ｄｉ（Ｓ）为

Ｄｉ（Ｓ）＝∨
ｘ∈Ｖ（Ｓ）

Ｓ＋（ｘ）
ｘｉ ∨

Ｓ－（ｘ）
ｘｉ

，ｉ＝１，２，…，ｄ．

若令 ｄ＝２，对给定函数 ｆ（ｘ１，ｘ２）设ＲＲ３上某个小多
面体Δｊ的三个顶点坐标分别为（ｘ１１，ｘ１２，ｆ（ｘ１１，ｘ１２）），
（ｘ２１，ｘ２２，ｆ（ｘ２１，ｘ２２）），（ｘ３１，ｘ３２，ｆ（ｘ３１，ｘ３２））．则基于文献［２０］
构造ＰＬＦ解析式为

Ｓ（ｘ１，ｘ２）＝
－
Ｄｊ１
Ｄｊ３
ｘ１＋

Ｄｊ２
Ｄｊ３
ｘ２＋

Ｄｊ４
Ｄｊ３
， （ｘ１，ｘ２）∈Δｊ

０， （ｘ１，ｘ２）∈Δｃ
{

．
，

其中 ｊ＝１，２，…，８ｍ２这里系数行列式满足

Ｄｊ１＝

ｘ１２ ｆ（ｘ１１，ｘ１２） １

ｘ２２ ｆ（ｘ２１，ｘ２２） １

ｘ３２ ｆ（ｘ３１，ｘ３２） １

，Ｄｊ２＝

ｘ１１ ｆ（ｘ１１，ｘ１２） １

ｘ２１ ｆ（ｘ２１，ｘ２２） １

ｘ３１ ｆ（ｘ３１，ｘ３２） １

，

Ｄｊ３＝

ｘ１１ ｘ１２ １

ｘ２１ ｘ２２ １

ｘ３１ ｘ３２ １

，Ｄｊ４＝

ｘ１１ ｘ１２ ｆ（ｘ１１，ｘ１２）

ｘ２１ ｘ２２ ｆ（ｘ２１，ｘ２２）

ｘ３１ ｘ３２ ｆ（ｘ３１，ｘ３２）
．

定理２ 设（ＲＲｄ，Ｒ，^μ）是 Ｋ－拟可加测度空间，Ｋ
为给定一个诱导算子，ｐ∈ＮＮ，ｆ∈Ｌｐ＋（^μ），则ε＞
０，必存在 ＰＬＦＳ∈Ｄｄ，使得 Ｈｐ（ｆ，Ｓ）＜ε．

证明略！该定理证明将有另文所述．

４ Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统的逼近性

Ｍａｍｄａｎｉ系统和ＴＳ系统是最常见的两类模糊系统
模型，而对于非连续环境下研究这两类模糊系统的逼

近性能具有重要理论意义．本节针对文献［８］给出的广
义Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统模型，以分片线性函数为桥梁证明
该系统按 Ｋｐ－积分模为度量对一类μ^ｐ－可积函数具
有逼近性，换言之，广义 Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统可按任意精
度近似表示成μ^ｐ－可积函数．

定义６［１９］ 设输入论域为 Ｘｉ＝［－ａ，ａ］，ｉ＝１，２，
…，ｄ，ａ＞０，对给定 ｍ∈ＮＮ，在每个论域 Ｘｉ上做等距剖
分：－ａ＝ａｉ（－ｍ）＜ａｉ（－ｍ＋１）＜…＜ａｉ（－１）＜０＜ａｉ１＜…＜
ａｉ（ｍ－１）＜ａｉｍ＝ａ，其分点为 ａｉｊ＝ｊ／ｍ，ｉ＝１，２，…，ｄ；ｊ＝
０，±１，±２，…，±ｍ，若在论域 Ｘｉ上以每个分点ａｉｊ为峰
点（隶属函数为１的点）构造一组模糊数珘Ａｉｊ∈Ｆ（ＲＲ），则
称模糊数组｛珘Ａｉｊ｜ｊ＝０，±１，±２，…，±ｍ｝为论域 Ｘｉ上
一个等距模糊剖分．令

Ｇ（ｍ）＝｛（ｐ１，ｐ２，…，ｐｄ）∈ＺＺｄ｜－ｍ≤ｐｉ≤ｍ，
ｉ＝１，２，…，ｄ｝

若对 Ｘｉ＝［－ａ，ａ］上某个等距模糊剖分｛珘Ａｉｊ｝，及

ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｄ）∈［－ａ，ａ］ｄ，（ｐ１，ｐ２，…，ｐｄ）∈Ｇ
（ｍ），我们约记 Ｇ（ｍ，ｘ）＝｛（ｐ１，ｐ２，…，ｐｄ）∈Ｇ（ｍ）｜
Ｎ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｄ）（ｘ）＞０｝，其中 Ｎ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｄ）（ｘ）＝珘Ａ１ｐ１（ｘ１）·

珘Ａ２ｐ２（ｘ２）…珘Ａｄｐｄ（ｘｄ）．

事实上，Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统的规则库是由前件模糊
集（数）｛珘Ａｉｊ｜ｊ＝０，±１，±２，…，±ｍ｝所有组合的模糊规
则，所有可能的规则总数为（２ｍ＋１）ｄ条．设给定输入
变量 ｘ１，ｘ２，…，ｘｄ和前件模糊集珘Ａ１ｐ１，珘Ａ２ｐ２，…，珘Ａｄｐｄ，其对
应的Ｍａｍｄａｎｉ模糊规则表示为
Ｒｐ１ｐ２…ｐｄ：ＩＦｘ１是珘Ａ１ｐ１，ｘ２是珘Ａ２ｐ２，…，ｘｄ是珘Ａｄｐｄ，

ＴＨＥＮｕ是珟ＵＬ（ｐ１，ｐ２，…ｐｄ）．
这里 ｕ是输出变量，珟ＵＬ（ｐ１，ｐ２，…ｐｄ）表示后件输出模糊集．
按文献［８］广义Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统表示为

Ｍｍ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｄ）＝
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∑
ｍ

Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｄ＝－ｍ
（ＮＰ１，Ｐ２，…，Ｐｄ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｄ））

α·Ｓ（α
Ｐ１
ｍ，
αＰ２
ｍ，…，

αＰｄ
ｍ）

∑
ｍ

Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｄ＝－ｍ
（ＮＰ１，Ｐ２，…，Ｐｄ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｄ））

α

．

其中（ｘ１，ｘ２，…，ｘｄ）∈ＲＲｄ是系统的输入，ｄ为输入空间
维数，调节参数α∈（０，＋∞）．

定理３ 设（ＲＲｄ，Ｒ，^μ）是 Ｋ－拟可加测度空间，Ｋ
为给定诱导算子，ｐ∈ＮＮ．若Ｓ∈Ｄｄ，ε＞０，ｍ０∈
ＮＮ，使当 ｍ＞ｍ０时，必有 Ｈｐ（Ｍｍ，Ｓ）＜ε．

证明 设 Ｓ∈Ｄｄ的支撑为［－ａ，ａ］ｄ，而Δ１，Δ２，
…，ΔＮＳ是对应于 Ｓ的剖分多面体，且 ∪ＮＳｊ＝１Δｊ＝
［－ａ，ａ］ｄ，Δｉ∩Δｊ＝（ｉ≠ｊ）．依据文献［２０］，可将分片
线性函数表为（式（２）为 ｄ＝２时特例）：

Ｓ（ｘ）＝
Ｄｊ１
Ｄｊ
ｘ１＋

Ｄｊ２
Ｄｊ
ｘ２＋…＋

Ｄｊｄ
Ｄｊ
ｘｄ＋

Ｄｊ（ｄ＋１）
Ｄｊ

，

ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｄ）∈Δｊｉ，ｊ＝１，２，…，ｐ；ｉ＝１，２，…，ｓ

０， ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｄ）∈Δｃ（ａ










）

（２）
其中∪ｓ

ｉ＝１Δｊｉ＝Ｍｊ，且Δｊｉ∩Δｊｋ＝（ｉ≠ｋ），ｊ＝１，２，…，ｐ，
所涉及记号参看文献［２０］，不再赘述．若（ｐ１，ｐ２，…，
ｐｄ）∈Ｇ（ｍ，ｘ），ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｄ）∈［－ａ，ａ］ｄ．
由文献［７，８］，根据每个小多面体Δｊｉ中得每个顶点坐标

（
ａｐ１
ｍ，
ａｐ２
ｍ，…，

ａｐｄ
ｍ）和动点（ｘ１，ｘ２，…，ｘｄ）的关系，若令

ａｐｉ／ｍ＝θｐｉ／ｍ＋ｘｉ，ｉ＝１，２，…，ｄ．

则必有｜θｐｉ｜≤ａｃ０，其中 ｃ０为最大交互数．

此时，将上述每个顶点坐标代入式（２），显有

Ｓ（
ａｐ１
ｍ，
ａｐ２
ｍ，…，

ａｐｄ
ｍ）－Ｓ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｄ）

＝
Ｄｊ１
Ｄｊ
ａｐ１
ｍ＋

Ｄｊ２
Ｄｊ
ａｐ２
ｍ＋…＋

Ｄｊｄ
Ｄｊ
ａｐｄ
ｍ＋

Ｄｊ（ｄ＋１）
Ｄｊ

－

Ｄｊ１
Ｄｊ
ｘ１＋

Ｄｊ２
Ｄｊ
ｘ２＋…＋

Ｄｊｄ
Ｄｊ
ｘｄ＋

Ｄｊ（ｄ＋１）
Ｄ( )
ｊ

＝ １
‖Ｄｊ‖

｜Ｄｊ１｜（ｘ１－
ａｐ１
ｍ）＋｜Ｄｊ２｜（ｘ２－

ａｐ２
ｍ）＋

…＋｜Ｄｊｄ｜（ｘｄ－
ａｐｄ
ｍ）．

这里符号｜Ｄｊｉ｜表示矩阵 Ｄｊｉ的行列式（ｉ＝１，２，…，ｄ），

‖Ｄｊ‖表示行列式｜Ｄｊ｜的绝对值，称之为矩阵模．
依据上式约定，每个动点（ｘ１，ｘ２，…，ｘｄ）和顶点坐

标（
ａｐ１
ｍ，
ａｐ２
ｍ，…，

ａｐｄ
ｍ）的分量坐标之差总满足

ｘｉ－
ａｐｉ
ｍ ＝

θｐｉ
ｍ ≤

ａｃ０
ｍ，ｉ＝１，２，…，ｄ．

故有

Ｓ（
ａｐ１
ｍ，
ａｐ２
ｍ，…，

ａｐｄ
ｍ）－Ｓ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｄ）

≤
‖Ｄｊ１‖
‖Ｄｊ‖

＋‖
Ｄｊ２‖
‖Ｄｊ‖

＋… ＋‖
Ｄｊｄ‖
‖Ｄｊ( )‖ ａｃ０

ｍ．

＝
ａｃ０
ｍ∑

ｄ

ｉ＝１
Ｄｉ（Ｓ） （３）

依据式（２），显然，Ｓ关于每个分量ｘｉ的偏导数

Ｄｉ（Ｓ）＝
Ｓ
ｘｉ

＝‖
Ｄｊｉ‖

‖Ｄｊ‖
，ｉ＝１，２，…，ｄ．

再由命题１中式（１）Ｋ（ａ）－Ｋ（ｂ）≤Ｋ（｜ａ－ｂ｜）和式
（３），代入文献［８］Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统，则有

｜Ｋ（Ｍｍ（ｘ１，…，ｘｄ））－Ｋ（Ｓ（ｘ１，…，ｘｄ））｜

≤ (Ｋ ∑
ｍ

ｐ１，…，ｐｄ＝－ｍ
（Ｎ（ｐ１，…，ｐｄ）（ｘ１，…，ｘｄ））

α·Ｓ（
ａｐ１
ｍ，…，

ａｐｄ
ｍ）

∑
ｍ

ｐ１，ｐ２，…，ｐｄ＝－ｍ
（Ｎ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｄ）（ｘ１，…，ｘｄ））

α
－Ｓ（ｘ１，…，ｘｄ )）

≤ (Ｋ ∑
ｍ

ｐ１，…，ｐｄ＝－ｍ
（Ｎ（ｐ１，…，ｐｄ）（ｘ１，…，ｘｄ））

α｜Ｓ（
ａｐ１
ｍ，…，

ａｐｄ
ｍ）－Ｓ（ｘ１，…，ｘｄ）｜

∑
ｍ

ｐ１，ｐ２，…，ｐｄ＝－ｍ
（Ｎ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｄ）（ｘ１，ｘ２，…，ｘｄ））

)
α

≤Ｋ
ａｃ０
ｍ∑

ｄ

ｉ＝１
Ｄｉ（Ｓ( )）．

此时，依据式（１）中的 Ｋｐ－积分模的等价形式，ｐ∈
ＮＮ，明显有
Ｋ（Ｈｐｐ（Ｍｍ，Ｓ））＝

∫［－ａ，ａ］ｄ Ｋ Ｍｍ（ｘ１，…，ｘｄ( )）－Ｋ Ｓ（ｘ１，…，ｘｄ( )）
ｐ
ｄμ

≤∫［－ａ，ａ］ｄ Ｋ
ａｃ０
ｍ∑

ｄ

ｉ＝１
Ｄｉ（Ｓ( )[ ]） ｐ

ｄμ

＝ Ｋ ａｃ０ｍ∑
ｄ

ｉ＝１
Ｄｉ（Ｓ( )[ ]） ｐ

（２ａ）ｄ．

依诱导算子 Ｋ－１的递增性，更有

Ｈｐ（Ｍｍ，Ｓ）≤ Ｋ－１（２ａ）ｄ· Ｋ ａｃ０ｍ∑
ｄ

ｉ＝１
Ｄｉ（Ｓ( )[ ]）( )( )ｐ １

ｐ
．

因此，ε＞０，若使

Ｋ－１ （２ａ）ｄ· Ｋ ａｃ０ｍ∑
ｄ

ｉ＝１
Ｄｉ（Ｓ( )[ ]）( )( )ｐ １／ｐ

＜ε

（２ａ）ｄ· Ｋ ａｃ０ｍ∑
ｄ

ｉ＝１
Ｄｉ（Ｓ( )[ ]） ｐ

＜Ｋ（εｐ）．
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解之得 ｍ＞
ａｃ０∑

ｄ

ｉ＝１
Ｄｉ（Ｓ）

Ｋ－１ Ｋ（ε）／（２ａ）ｄ／( )ｐ ，进而选取剖分数

ｍ０＝
ａｃ０∑

ｄ

ｉ＝１
Ｄｉ（Ｓ）

Ｋ－１ Ｋ（ε）／（２ａ）ｄ／( )[ ]ｐ ∈ＮＮ．于是，对任意给定 ｐ

∈ＮＮ，Ｓ∈ Ｄｄ及ε＞０，ｍ０∈ＮＮ，使当 ｍ＞ｍ０时，
必有 Ｈｐ（Ｍｍ，Ｓ）＜ε．

定理４ 设（ＲＲｄ，Ｒ，^μ）是 Ｋ－拟可加测度空间，Ｋ
为给定一个诱导算子，ｐ∈ＮＮ，ｆ∈Ｌｐ＋（^μ），则ε＞
０，ｍ０∈ＮＮ，当 ｍ＞ｍ０时，有 Ｈｐ（Ｍｍ，ｆ）＜ε，亦即，在
Ｋｐ－积分模意义下存在广义 Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统 Ｍｍ可
按任意精度逼近所给μ^ｐ－可积函数 ｆ．

证明 对任意给定 ｐ∈ＮＮ及 ｆ∈Ｌｐ＋（^μ），由定理２，

ε＞０，存在 ａ＞０及分片线性函数 Ｓ∈Ｄｄ，使得

Ｈｐ（Ｓ，ｆ）＝∫
（Ｋ）

Ａ
Ｓ（ｘ） ｆ（ｘ） ｐｄ^( )μ

１
ｐ
＜ε．

再由定理３，对该分片线性函数 Ｓ来说，必存在ｍ０∈ＮＮ，
当ｍ＞ｍ０时（换言之，存在广义Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统 Ｍｍ），
也有

Ｈｐ（Ｍｍ，Ｓ）＝∫
（Ｋ）

Ａ
Ｍｍ（ｘ） Ｓ（ｘ） ｐｄ^( )μ

１
ｐ
＜ε．

进而依定理１，更有
Ｈｐ（Ｍｍ，ｆ）≤Ｈｐ（Ｍｍ，Ｓ）Ｈｐ（Ｓ，ｆ）

＜εε＝Ｋ－１（２Ｋ（ε））．
此时，ε＞０，由 Ｋ－１和 Ｋ的严增性知表达式Ｋ－１

（２Ｋ（ε））仍能任意小．故该广义 Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统 Ｍｍ
可按任意精度逼近μ^ｐ－可积函数 ｆ．

注２ 定理３中找到的 ｍ０是广义 Ｍａｍｄａｎｉ模糊系
统输入空间的剖分数，它仅依赖于分片线性函数 Ｓ而
存在，但由于分片线性函数 Ｓ并不容易求得，即使本文
给出式（２）也只是局部的，况且其结构比较繁琐，故定

理３给出的 ｍ０的表达式中∑
ｄ

ｉ＝１
Ｄｉ（Ｓ）并不易求出，

因此，我们继续探讨如何通过放大 Ｄｉ（Ｓ）来估算 ｍ０
值，或设法求出尽可能小的 ｍ０

定理５ 设（ＲＲｄ，Ｒ，^μ）是 Ｋ－拟可加测度空间，Ｋ
为给定一个诱导算子，ｐ∈ＮＮ，ｆ∈Ｌｐ＋（^μ），则ε＞
０，存在 ａ＞０和充分小的 ｈ＞０，若记
ＤＨ（ｆ）＝ｍａｘ

１≤ｉ≤ｄ
ｓｕｐ

ｘ１，…，ｘｉ＋ｈ，…ｘｄ∈［－ａ，ａ］

ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｉ＋ｈ，…，ｘｄ）－ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｉ，…，ｘｄ）
ｈ

，

必存在 ｍ０＝
ａｃ０ｄＤＨ（ｆ）

Ｋ－１ Ｋ（ε）／（２ａ）ｄ／( )[ ]ｐ ∈ＮＮ，使当 ｍ＞ｍ０

时，也有 Ｈｐ（Ｍｍ，ｆ）＜ε．
证明 由定理２，ε＞０，存在 ａ＞０，将［－ａ，ａ］ｄ

等距分割成若干个ｄ维多面体Δ１，Δ２，…，ΔＮＳ，进而可

构造一个 Ｓ∈Ｄｄ，使之满足 Ｈｐ（ｆ，Ｓ）＜ε．
若设剖分后小多面体最大边长为 ｈ＞０，由文献［８］

知 ＤＨ（ｆ）＝ｍａｘ
１≤ｉ≤ｄ
Ｄｉ（Ｓ），故 Ｄｉ（Ｓ）≤ＤＨ（ｆ），ｉ＝１，２，…，

ｄ，更有∑
ｄ

ｉ＝１
Ｄｉ（Ｓ）≤ｄＤＨ（ｆ）．此时，依据定理３及 Ｋ

和Ｋ－１的严格递增性，若使
Ｈｐ（Ｍｍ，Ｓ）＝

Ｋ－１ （２ａ）ｄ· Ｋ（ａｃ０∑
ｄ

ｉ＝１
Ｄｉ（Ｓ）／ｍ[ ]）( )( )ｐ １

ｐ

≤ Ｋ－１ （２ａ）ｄ· Ｋ（ａｃ０ｄＤＨ（ｆ）／ｍ[ ]）( )( )ｐ １
ｐ ＜ε．

解之得 ｍ＞
ａｃ０ｄＤＨ（ｆ）

Ｋ－１ Ｋ（ε）／（２ａ）ｄ／( )ｐ ，选取剖分数

ｍ０＝
ａｃ０ｄＤＨ（ｆ）

Ｋ－１ Ｋ（ε）／（２ａ）ｄ／( )[ ]ｐ ∈ＮＮ．

故ε＞０，必存在 ｍ０∈ＮＮ，且当 ｍ＞ｍ０时，恒有
Ｈｐ（Ｍｍ，Ｓ）＜ε．

再依定理４，故有
Ｈｐ（Ｍｍ，ｆ）≤Ｈｐ（Ｍｍ，Ｓ）Ｈｐ（ｆ，Ｓ）

＜εε＝Ｋ－１（２Ｋ（ε））．
因此，该广义Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统 Ｍｍ仍可按任意精

度逼近所给μ^ｐ－可积函数 ｆ．
事实上，通过定理 ５计算出的 ｍ０才方便实用，因

该 ｍ０是直接通过 ＤＨ（ｆ）估算得出，这比应用定理３需
借助分片线性函数来计算 ｍ０简单得多！当然，有了依
ｍ０确定的等距模糊剖分，我们才能有效地构造前件模
糊集，进而获得广义Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统．

５ 模拟实例

本节，我们将通过一个具体实例来说明基于 Ｋ拟
算术运算诱导的Ｋｐ积分模意义下广义Ｍａｍｄａｎｉ模糊系
统的逼近与实现过程．

例１ 设诱导算子 Ｋ（ｘ）＝槡ｘ，取 ａ＝１，输入维数
ｄ＝２，最大交互数 ｃ０＝２，调节参数α＝１，令

ｆ（ｘ，ｙ）＝
ｅｘｐ（－ｘ２／３－ｙ２／３）， ｙ０
－ｅｘｐ（－ｘ２／３＋ｙ２／３）， ｙ{ ＜０

容易验证 ｆ（ｘ，ｙ）在 ｘｏｙ平面的ｘ轴（ｙ＝０）上不连
续，但依定义３可验证 ｆ是μ^ｐ－可积的！不妨取剖分论
域Δ＝［－１，１］×［－１，１］，并且仅限 ｆ在Δ上讨论问
题．为此，按定理５首先求 Ｄｉ（ｆ）如下：

Ｄ１（ｆ）＝ ∨
（ｘ，ｙ）∈Δ

ｆ
ｘ

＝ｆ
ｘ ｘ 槡＝±６／２

ｙ＝０
≈０５，

Ｄ２（ｆ）＝ ∨
（ｘ，ｙ）∈Δ

ｆ
ｙ

＝ｆ
ｙｘ＝０

ｙ 槡＝±６／２

≈０５

故 ＤＨ（ｆ）≤Ｄ１（ｆ）∨Ｄ２（ｆ）＝０５，不妨取 ＤＨ（ｆ）＝０５

（１）ｐ＝２时，若误差ε＝０２＞０，由 Ｋ（ｘ）＝槡ｘ，则
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Ｋ－１（ｘ）＝ｘ２依定理５可计算出

ｍ＞
ａｃ０ｄＤＨ（ｆ）

Ｋ－１ Ｋ（ε）／（２ａ）ｄ／( )ｐ ＝
１×２×２×０５
槡０２／( )２２ ＝４０

不妨选取 ｍ＝４１，按定理５，故必有‖Ｍｍ－ｆ‖ ＜ε．现
依 ｍ值在ｘ轴定义３个三角模糊数珘Ａ为

珘Ａ（ｘ）＝

１－４１ｘ， ０≤ｘ≤
１
４１

１＋４１ｘ， －１４１≤ｘ＜０

０










， 否则

珘Ａ１（４１）（ｘ）＝
４１ｘ－４０， ４０

４１≤ｘ≤１

０
{

， 否则

珘Ａ１（－４１）（ｘ）＝
－４１ｘ－４０， －１≤ｘ≤－

４０
４１

０
{

， 否则

．

此时，在 Ｘ轴［－１，１］上将模糊集珘Ａ逐次左右平移
１
４１个长度单位，亦即，若令

珘Ａ１ｊ（ｘ）＝珘Ａ（ｘ－
ｊ
４１），ｊ＝０，±１，±２，…，±４０，

则可获得一个等距模糊剖分｛珘Ａ１ｊ｝（一族模糊集），其中
两端模糊集为珘Ａ１（４１）和珘Ａ１（－４１）．

同理，若在 ｙ轴［－１，１］上令
珘Ａ２ｊ＝珘Ａ１ｊ（ｊ＝０，±１，±２，…，±４０），

也可获得一个等距模糊剖分｛珘Ａ２ｊ｝．
此外，依据分片线性函数 Ｓ的构造特点，Ｓ（ｘ，ｙ）

与 ｆ（ｘ，ｙ）在Δ的每个顶点（
ｐ１
４１，
ｐ２
４１）处函数值必相等，

亦即，Ｓ（
ｐ１
４１，
ｐ２
４１）＝ｆ（

ｐ１
４１，
ｐ２
４１）．故（ｘ，ｙ）∈Δ，其广义

Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统的输入输出解析表达式为

Ｍｍ（ｘ，ｙ）＝
∑

４１

ｐ１，ｐ２＝－４１
珘Ａ１ｐ１（ｘ）珘Ａ２ｐ２（ｙ）·ｆ（

ｐ１
４１，
ｐ２
４１）

∑
４１

ｐ１，ｐ２＝－４１
珘Ａ１ｐ１（ｘ）珘Ａ２ｐ２（ｙ）

．

（２）ｐ＝３时，仍取ε＝０２＞０，依定理５可估算 ｍ＞

１×２×２×０５／槡０２／２( )２３ ２
≈２５６不妨选取 ｍ＝２６

此时，必满足‖Ｍｍ－ｆ‖＜ε．
同理方法，按上述方法可得３个模糊集分别为

珘Ｂ（ｘ）＝

１－２６ｘ， ０≤ｘ≤
１
２６

１＋２６ｘ， －１２６≤ｘ＜０

０










， 否则

珘Ｂ１（２６）（ｘ）＝
２６ｘ－２５， ２５

２６≤ｘ≤１

０
{

， 否则

珘Ｂ１（－２６）（ｘ）＝
－２６ｘ－２５， －１≤ｘ≤－

２５
２６

０
{

， 否则

若令珘Ｂ２ｊ＝珘Ｂ１ｊ（ｊ＝０，±１，±２，…，±２６），并依顶点

满足 Ｓ（
ｐ１
２６，
ｐ２
２６）＝ｆ（

ｐ１
２６，
ｐ２
２６）可构造广义Ｍａｍｄａｎｉ模糊系

统的输入输出解析表达式为

Ｍｍ（ｘ，ｙ）＝
∑

２６

ｐ１，ｐ２＝－２６
珘Ｂ１ｐ１（ｘ）珘Ｂ２ｐ２（ｙ）ｆ（

ｐ１
２６，
ｐ２
２６）

∑
２６

ｐ１，ｐ２＝－２６
珘Ｂ１ｐ１（ｘ）珘Ｂ２ｐ２（ｙ）

．

应用ＭＡＴＬＡＢ软件，在Δ内可得ｆ的曲面、分片线
性函数和广义Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统曲面图如下：
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从上述４幅图片来看它们都比较接近，主要区别是
图１所给μ^ｐ－可积函数 ｆ在ｙ＝０处出现断面，而图２～
图４在此处却是衔接的，这是因图１在 ｙ＝０处不连续，
而图２～图４在此处连续的缘故．另外，当参数 ｐ＝２，３
时，从图３～图４可知该广义 Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统的空间
曲面图区别并不大，但对相同精度ε＝０２来说，ｐ＝２
时剖分数 ｍ＝４１；ｐ＝３时 ｍ＝２６因此，随参数 ｐ增大
剖分数将逐步减少，这说明广义Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统随着
参数 ｐ增大其逼近效果越来越好．

６ 结论

一般情况下，模糊系统对可积函数类或连续函数

类的逼近性可通过分片线性函数来实现，而改变被逼

近函数性态或度量工具将会引起模糊系统的逼近效果

发生变化．本文在文献［１７，１９］基础上拓广了 Ｋ拟算术
运算，进而依赖 Ｋｐ积分模为度量系统研究了广义
Ｍａｍｄａｎｉ模糊系统对给定一类μ^ｐ－可积函数的逼近性．
结果表明，在 Ｋｐ－积分模意义下广义 Ｍａｍｄａｎｉ模糊系
统对连续函数类的逼近能力可推广到一类可积函数．
但进一步值得思考的问题是，随着系统输入空间维数

递增和模糊推理规则总数的迅速增加，系统内部容易

出现“维数灾难”或“计算机溢出”现象．因此，如何设计
及构造合适的模糊系统来避免上述缺陷尤为重要，这

是下一步将要继续探讨的问题之一．
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